Cviceni 1. Doba vypoctu (v sekundéch) uréité ilohy s ndhodnym vstupem je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim

s hustotou
Fz) = {53 proz > 1,

0 x<l1.

(a) Urcete pravdépodobnost toho, ze vypocet skonéi do 5 sekund. Vyznacte tuto pravdépodobnost v grafu
hustoty f.

(b) Urcete stiedni hodnotu doby vypoctu.
(¢) Urcete rozptyl doby vypoctu.

(d) Predpokladejme, ze umime generovat ndhodnou veli¢inu U s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1]. Na-
vrhnéte, jak lze pomoci U generovat X.

Reseni. (a) Oznaéme ndhodnou velicinu X := doba do pifjezdu vlaku. Ptdme se na P(X < 5). X je
spojitd, a tedy

5 59 p3+1 5 11° 24
P(X <5)= dax = —dz =2 = |—= S
o= [ sone= [ Ra=2|Tn] <] <%

EX = / dx—/ %d:c: [—1] = 2.
1 X e =1

(¢) Pro vypocet rozptylu si uvédomime nasledujici uzitecny vztah

varX = E(X — EX)?

=E [X? - 2X(EX) + (EX)?]

= E[X?] - E2X (EX)] + E[(EX)]
=EX? - 2(EX)(EX) + (EX)?
=EX? - (EX)?

V prvi rovnosti jsme jen napsali definici, ve druhé roznésobili druhou mocninu, ve tfeti vyuzili linearitu
stfedni hodnoty a ve ¢tvrté fakt, ze EX je jiz nendhodnd konstanta, a tak ji muzeme vytknout pied
E. Sta¢i nam jiz tedy dopocitat pouze EX?,

oo o0 2
EX? = / 22 f(x)dx = / —dz =2 [log |z|]52, = 2( ILm log |z| —log1) =
1 T—00

A tedy varX = EX? — (EX)? =
(d) Hleddme predpis X = f(U), kde f : R — R je hledand funkce. Vezmeme-li f(t) = F'(t), kde Fx je
distribuéni funkce X, pak skuteéné dostaneme rozdéleni X, nebot
P(X <z)=P(Fy'(U) <2) =P(U < Fx(z)) = Fy(Fx(z)) = Fx(z), Vr€R.

Vyzili jsme zde, ze distribu¢ni funkce U se chova jako identita na intervalu [0, 1]. Nejprve spocitdme,
jak vypadé distribu¢ni funkce X.



T 2
2 4t > 1,
Fx(2) = {(f)’ fat oz >

B l—m—l2 prox > 1,
0 z <1

Jejl inverzi, tj. kvantilovou funkci F);l : [0,1] — R najdeme jako feSeni rovnice y = Fx(x) pro z.
Dostaneme, ze rovnost plati pro

x€{1 _1}
iy Vi

Uvédomime si, ze ndhodné veli¢ina X nabyva pouze kladnjch hodnot, a tedy fesenim je f(t) = —=

1-¢°

Dosazenim generujeme X jako
1

X = .
1-U

Cviceni 2. Doba c¢ekani na vlak je ndhodna veli¢ina X s exponencidlnim rozdélenim s hustotou

@) %e_“”/‘r’ pro xz > 0,
xTr) =
0 pro x < 0.

(a) Spoctéte stredni hodnotu X.
(b) Spoctéte rozptyl X.

Reseni. (a)

o0 o0 1
EX:/ xf($)dx:/ che_x/5d:c.
—00 0

—xz/5

. o _ ! _ /I __ _ —z/5
Nyni pouzijeme per partes pro u =z,u’' = 1,v" =e ,v = —5e /% Dostaneme

/Ooox;e_z/5dx = é ({m(—5e_$/5)}zo:0 — /000 —Se_x/sd:L“) = é (O - 25 {6—1/5}20) = 5.

Poznamka Vsimnéte si, ze X ma& exponencidlni rozdéleni s parametrem % Obecné pokud X ~
Exp(\), pak EX = %

(b) Opét vyuzijeme vztahu varX = EX? — (EX)?%:

(0.9] o 1
EX? :/ 2 f(z)dz :/ $256_z/5d$.

—00 0
Pouzijeme per partes pro u = 2%, u' = 2z,v' = 1/5e_’”/5,v = —e /%, Dostaneme
& 1 o) oo o]
/ 2’ e P = [$2(_eix/5)} —/ 2x(—e /%) dx = 2/ z(—e /%) dx.
o 9 =0 Jo 0

Zde vyuzijeme znovu per partes s volbou jako v (a) a dostaneme vysledek 50. Rozptyl je tedy

varX = EX? — (EX)? = 50 — 5 = 25.
Poznamka Pokud X ~ Exp()\), pak varX = /\1—2

Cviceni 3. V kapse mate dvé padesatikoruny, jednu dvacetikorunu a jednu desetikorunu. Zlodéj Vam z
kapsy ndhodné vybere dvé mince. Oznaéme jako X nahodnou veli¢inu, kterd udava, o kolik penéz jste prave
prisli.



(a) Urcete rozdéleni X a spoctéte Vasi ocekdvanou ztratu.
(b) Urcete rozptyl X.

(c) Zlodégj si nasledné koupi kdvu z automatu za 20 K¢ a doma mu manzelka zabavi ¢tyfi pétiny z toho,
co donese. Oznac¢me jako Y velicinu udavajici ¢astku, kterd zlodéjovi po tom vSem zustane. Urcete
rozdéleni a o¢ekavanou hodnotu Y.

(d) Urcete rozptyl veliciny Y. Jaky je vztah mezi momenty X a momenty Y7
Reseni. (a) Nejprve si mizeme uvédomit, na jakém prostoru vlastné ndhodné veli¢ina X pitisobi. Oznacme
Q= {w = {m1,ma}; m; € {10,20,50,50}},
X(w) = X({m1,ma}) = mq1 + ma.

Takto definované €2 spliuje klasickou definici pravdépodobnostniho prostoru, tedy vSechny elementarni
jevy maji stejnou pravdépodobnost. Neni to vsak jedind moznd volba 2, muzeme napiiklad uvazovat
nerozlisitelnost padesatikorun, tj. Q := {{mi,ma}; m; € {10,20,50}}. Potom ale elementarni jevy
nebudou mit stejnou pravdépodobnost. Kterd volba je lepsi, to je otdzka osobnich preferenci.

Rozdéleni X: X je diskrétni ndhodné veli¢ina a muze nabyvat hodnot z mnoziny {30, 60,70, 100}.
Rozdéleni X je urcéeno pravdépodobnostmi pi, po, ps3, ps, kde

p1 = P(X = 30) = P({10,20}) = é,
P2 = B(X = 60) = P({10,50}) = .
ps = P(X = 70) = P({20,50}) = %
pa = B(X = 100) = P({50,50}) = é

Ocekdvand (=stfedni) ztrita je z definice

4
1 1 1 1
EX:Zpk-xk:6-30—1—5'60—#5‘704-6'100:65

k=1
(b) Rozptyl ztréaty je z definice
1 1 1 1 1
varX = pp - (wp —EX)? = — - (30 — 65)° + - - (60 — 65)> + - (70 — 65)” + — - (100 — 65)* = 425
! 6 3 3 6

(c) Céstka, kterd zlodgjovi ziistane, je déna ndhodou velicinou.

1

£

Ndhodn4 velicina Y je taktéz diskrétni a nabyvéa hodnot {2,8,10,16}. Jeji rozdéleni je jednoznacné
uréeno pravdépodobnostmi pl’, pd, p?{, Py, kde

Y = (X —20)

p{:P(Y_2):P(X:30):%,
p%/:IP)(Y:8):P(X:60):%,
p?{zP(Yle)zIP’(Xz?O):%,
pZ:IP’(Y:16):IF’(X:10):é.

Pro vypocet ocekavané hodnoty Y mame dvé moznosti



e 7 definice stfedni hodnoty:

4
1 1 1
k=1

e 7 linearity stiedni hodnoty

1 1 1 1
EY =E[(X -20)-]=-EX —---20=--60—-4=9
( )5] 5) 5) )

Pro vypoéet rozptylu miZeme pouzit opét bud pifmo definici nebo 1épe vlastnost rozptylu

var(a 4+ bX) = b’varX, Va,b€ R,VXnihodnou veli¢inu.

Tedy,
1 1 1 1
varY = var[(X — 20)5] = Var[gX —4] = %varX =g 425 = 17.

Cviceni 4. Pfi prenosu bindrniho souboru se ndhodné vybrany znak zkresli s pravdépodobnosti p € (0,1) a
jednotlivé znaky se zkresluji nezavisle na sobé. Nahodn4 veli¢ina X udava pocet zkreslenych znakt v bindrni
posloupnosti délky mn.

a) Pripomente si, jaké rozdéleni ma X.

(
(b) Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl X pron = 1.

(
(d) Urcete ocekdvany pocet zkreslenych znaku v posloupnosti délky n.

)
)
¢) Spoctéte stredni hodnotu a rozptyl X pro n = 2.
)
(e) Spoctéte rozptyl veliciny X pro obecné n.

Reseni. (a) Oznacme
Q= {w=(21,...., 2n), zi € {zkresleno, nezkresleno}},

n
X(w)=X((z1,..-,2n)) = Z 1{z; = zkresleno} = pocet zkreslenych znaku v posloupnosti (21, ..., z,).
i=1
Nahodnd veli¢ina X je diskrétni a nabyvd hodnot {0,...,n}. Jeji rozdéleni je jednoznaéné urcéeno
pravdépodobnostmi pi, ..., pn, kde

pr=P(X =k)= (Z)pk(l —p)" % ke{0,..,n}

Piipomenme, ze X mé binomické rozdéleni (znacime X ~ Bi(n,p)).
(b) Predpokladame, ze n = 1.
Poznamka: Bi(1,p) = Alt(p).

Rozdéleni X ma tedy alternativni rozdéleni a rozdéleni X je urc¢eno pravdépodobnostmi pg = 1—p,p1 =
p. Stfedni hodnota a rozptyl jsou z definice

EX=0-(1—p)+1-p=np.

varX =E(X —EX)?=(0—-p)*- (1 =p)+ (1 —p)* - p=p(1 —p).



()

Piedpokldddme, ze n = 2. Rozdéleni X je uréeno pravdépodobnostmi pg = (1—p)2, p1 = 2p(1—p), p2 =
p?. Stiedni hodnota a je z definice

EX =0-(1-p)?4+1-2p(1—p)+2-p*>=2p.

Rozptyl zde spocitame ze vztahu

varX = EX? — (EX)?2 =02 (1 —p)? +12-2p(1 — p) + 22 - p? — 4p* = 2p(1 — p).

Pifmy vypocet stfedni hodnoty a rozptylu jako v (b) a (c) se muze velmi zkomplikovat uvazujeme-li
obecné n € N. Proto vyuzijeme nésledujici, velmi dilezitou vlastnost binomického rozdéleni:

Poznamka: Je-li X ~ Bi(l,p), pak X muzeme chépat jako souCet n nezavislych pokusu, které
mohou skonéit tspéchem (1) nebo netispéchem (0), tj. jako soucet nezavislych alternativnich ndhodnych

veli¢in,
n
X = E }/;:7
i=1

kde Y7, ..., Y, jsou nezdvislé, stejné rozdéleni s rozdélenim Alt(p).

Pak stfedni hodnotu spoc¢itame diky vlastnosti linearity jako
n n n
BY=EY V=Y BN =) pom
i=1 i=1 i=1

Ve tteti rovnosti jsme vyuzili vypocéet v (b). Rozptyl pak z nezavislosti ndhodnych veli¢in Y7, ..., Y,
umime spocitat jako

n n n
varX = varZYi = ZvarYi = Zp(l —p) =np(l —p).
i=1 =1 =1

Opét jsme zde vyuzili znalost z (b).



